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1 Introducao

Considere o seguinte problema eliptico semilinear:
—Au = f(x,u) em Q,

%:O em 0f),
"

(P)

onde 2 C R™ é um conjunto aberto limitado com fronteira OS2 regular 1 é o vetor normal a 02,

3-2; =Vun, f € C(Q xR" R) tal que os seguintes limites

a(z) = lim ﬂ, f(z) = lim

[tl>oo t—0

f(z,t)
t

ocorrem uniformemente em z € € e definem funcdes continuas «, 3 : @ — R. Neste caso o
problema (P) torna-se assintoticamente linear na origem e no infinito, a qual tem sido estudado
por varios autores, veja [1,2,3] e [8,9,10]. Aqui destacamos o caso ressonante no infinito no qual
tem sido pesquisado exaustivamente nos Gltimos anos, veja [8,9].

Inicialmente considere o problema de autovalores:

—Au =X mu em (,

g—“:O em 02,
n

(PL)

onde m : Q — R,m € L*>®(Q)). Note que este problema posui uma sequéncia de autovalores

satisfazendo as seguintes desigualdades

S Ak(m) <-- < Ag(m) < Ai(m) < Xo(m) =0 < A(m) < Xa(m) -+ < Ae(m) - -

tal que \y(m) — 400, A_gx(m) — —o0, k — 400, desde que m possua parte positiva e

negativa ndo triviais, veja [6)].



Lembrando que \g(m) = 0 é sempre autovalor de (PL) com autofuncdo g = 1 em Q e que

uma condicdo nescessaria para a solubilidade de (P), veja [7], é dada por:

/Qf(x,u)dxzo, u € HY(Q). (N

Estudaremos a existéncia e a multiplicidade de solucdes do problema (P) para a ndo linearidade
f particular apartir de métodos variacionais, que estabelecera condicdes sobre A e a ndo linearidade
f e seus limites assintoticos no infinito e na origem. Estas relacdes serdo cruciais para obtermos
nossos pricipais resultados que melhoram os resultados anteriores pois a n3o linearidade f ndo

satisfazera as condicées de Periodicidade, Monoticidade e de Landesman-Lazer.

2 Materiais e Métodos

Neste trabalho consideraremos uma classe especial de funcdes f : Q@ x R — R escrita da
seguinte forma f(z,t) = M\t + h(x) + g(t), t € R; z € Q onde g : R — R continua e
h e Lq<Q)7 q = 2

n+2"°

2.1 Formulacao variacional

Considere o seguinte problema eliptico semilinear:

—Au = Nu+ h(x) +g(u) em Q,

%:O em 0f),
"

(P)

Resolver (P') é equivalente a determinar os pontos criticos do funcional J : H'(2) — R de

classe C, veja [5,7,10] , definido por:

1
J(u) :§/Q|Vu|2dx—%/ﬂ|u|2d:c—/QG(u)dx—/Quhdx

G(u) = /Oug(s)ds, ue R

onde

Note que u € H*(Q) & solucdo para (P’) se e somente se,
J' (u)p = 0; Yo € HY(Q).

Em outra palavras, determinar solucdes de (P’) é equivalente a encontrar pontos criticos de J.

Mais especificamente, u € H'(Q) é solucdo fraca de (P’), se e somente se:



/ VuVeode = X / u.pdx + /(g(u) + h)pdz, Y € HY(Q).
Q Q Q

2.2 Teorema do ponto de sela

Agora vamos dar condicdes para que o funcional J : H*(€2) — R possua a geometria do ponto

de sela que nos fornecera pontos criticos para o funcional J.

Teorema 2.2.1. : Dado E =V @& W, onde V e W s&o subespacos fechados e 0 < dim(V') <
+00. Supondo J € C'(E,R) satisfazendo:
(L-1) 3 p > 0 tal que

J(w) > p, VweW

(L-2)3r>0e f < ptal que

Ju) < B, Yvew, |l|=r
Entdo J tem um ponto de sela z no nivel

c=infren supuevJ(h(u)),

onde

H ={heC(V,E) : hlgy =id}.

3 Resultados e discussoes

Dado o problema (P’) temos:

Teorema 3.1. Suponnha g € C(R,R) tal que

m @

0 < lim ﬂgli
t—0 ¢

[t|—oo T

Assumindo que h € L%(Q2) satisfaz:

onde definimos

F(—oc0) = lim sup F(t), F(+o0) = lim inf F(t)

t——o00 t——+o0



2

F) =7 [ aleds =gt

Entdo o problema (P’), onde & = 1, tem no minimo uma solucdo fraca em H'(12).

Exemplo 3.1. Sejam g: R — Re h € LY(Q), ¢ = 2%, tal que:

1—e tIsntlin(1+¢2), se t>0
g(x) =
2t —1, se t<0

1’/
— hxdx‘<1
ll J, "

Note que funcdo g dada acima n3o satisfaz as condicBes impostas nos trabalhos anteriores.
Mais precisamente, g n3o satisfaz as condicdes de Landesman-Lazer, nem a de monoticidade,nem

a de periodicidade e nem a condi¢do do sinal, veja [3,9].
Agora consideraremoos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Suponnha g € C(R,R) tal que:

’/thdl" < %(E(—oo) — F(+00)),

para todo v € E(A;) com ||v|[11(0) = 1 onde E(A;) & o autoespaco correspondente ao autovalor

Ai. Entdo o problema (P’), onde k& > 1, tem no minimo uma solucdo fraca em H'(Q).

4 Conclusoes

Notamos que para esta classe de problemas tivemos uma quantidade significativa de resultados
que n3o satisfazem nenhumas das outras condicdes citadas. Além disso, discutimos a existéncia
e multiplicidade de solucdes para o problema (P') impondo que k>1; ou seja; temos ressonancia
e autovalores ndo principais. Neste caso, usando uma funcio auxiliar, podemos provar resultados

relativos a compacidade, veja [2], requerida em nossos métodos.
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