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1 Introducao

Um importante problema em geometria diferencial é encontrar uma métrica canénica (uma
métrica de curvatura constante) em uma dada variedade. Por sua vez, a existéncia de uma
métrica candnica muitas vezes tem profundas implicacdes topolégicas. Um bom exemplo é o
classico Teorema de Uniformizacdo em duas dimensdes, o qual, por um lado, apresenta uma
completa classificacdo topolégica para superficies compactas e, por outro lado, mostra que toda
superficie compacta tem uma estrutura geométrica canénica. Um desenvolvimento poderoso da
analise geométrica nos altimos 30 anos tem ocorrido na construcdo de estruturas geométricas
candnicas baseadas em equacdes diferenciais parciais ndo-lineares.

Em 1982, Hamilton introduziu o fluxo de Ricci para estudar variedades tridimensionais com-
pactas com curvatura de Ricci positiva. O fluxo de Ricci, é naturalmente analogo a equacio
do calor para métricas. Como uma consequéncia, o tensor curvatura evolui de um sistema de
equacdes de difusdo que tende a distribuir a curvatura uniformemente sobre toda a variedade.
Portanto, é esperado que a métrica inicial deveria melhorar e evoluir para uma métrica canénica,
conduzindo a uma melhor compreensdo da topologia da variedade. Ao longo de toda a existéncia
das solucBes das equacdes diferenciais parciais existem solucdes auto-similares. O nome destas
solucdes, auto-similares, vem do fato de que a distribuicdo espacial das caracteristicas do movi-
mento mantém-se idénticas em todos os momentos. No fluxo de Ricci as solucdes auto-similares
sdo chamados de Ricci sélitons. Ricci solitons surgem, muitas vezes, como limite, superior ou
inferior, de singularidades no fluxo de Ricci.

Dizemos que a métrica gy € um Ricci séliton em M (variedade Riemanniana diferenciavel

completa n- dimensional) se existem p € R e um campo de vetores X € x(M) tais que
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Ricgy, + §£X90 = pPYo



onde £xgo é a derivada de Lie da métrica com respeito ao campo X.

Definicdo 1.1 (A derivada de Lie). Sejam X,Y7,Y; € x(M), e seja g uma métrica sobre uma

variedade diferenciadvel M. Ent3o a derivada de Lie da métrica é dada por
(£x9)(Y1,Y2) = g(Vy, X, Y2) + g(V1, Vi, X). (1.1)
Em coordenadas locais temos que
(£x9)ij = ViX; + V,X,.

Se tomarmos o campo X como o gradiente de uma fun¢do diferenciavel, X = V, f, onde
f: M — R é diferenciavel, ou seja, se 0 campo é um campo gradiente, temos que
0 0
(Lv,r9)ij = 9(ViVyf, 8_:@) +9(V;Vyf, 8—%)
podemos assim considerar i=j no caso dessa igualdade, de modo que
0
(£v,79)ij = 29(ViV,f, 8_33])

Agora, sendo X,Y € x(M), sabemos que a hessiana da funcdo f é dada por
Hess, f(X,Y) = g(Vx(Vyf),Y).
Portanto,
0
ViV,f = (Hess, )y = g(Vi(Vaf) 5 ).
L
Ent3o se o campo é gradiente, temos, em coordenadas locais, que um Ricci Séliton em M é dado
por:

.0 0 1 1 0
Rlc(a—%,a—%)+§(£vgfg)ij = Rij+§[2g<vivgfa a—x)]

1
== Rz‘j + 5[2(H6889f>ij]
= Ry + ViV,f = pgij.
Dizemos que o Ricci Séliton é steady quando p = 0, shrinking para p > 0 e expanding se
p < 0. Toda métrica de Einstein € um Ricci Séliton, basta tomar f constante. Tomando p = 3

teremos um Ricci Séliton Gradiente Shrinking e a equacdo de evolucdo assumira a forma

1
Rz‘j + VZV]f = §gij-



Entretanto, exibir solucdes explicitas para os Ricci Sélitons ndo é uma tarefa simples. H-D.
Cao e D. Zhou [1] fazem estimativas, inferiores e superiores, da funcdo potencial em um Ricci
séliton gradiente shrinking, completo e ndo- compacto. Por isso esse artigo é de fundamental
importancia, ja que encontrar solucdes explicitas para a equacdo de evolucdo dos Ricci sélitons
ndo é facil. Com as estimativas para a funcdo potencial o trabalho de Cao e Zhou [1] culmina

em estimativas para o volume, superior e inferior.

2 Resultados e Discussao

Comecaremos com o resultado principal do artigo [1], que traz as estimativas para a funcio

potencial.

Teorema 2.1. Seja (M", g5, f) um Ricci soliton gradiente shrinking completo e ndo-compacto

satisfazendo a equacdo de evolucdo. Ent3o, a funcdo potencial f satisfaz a estimativa

1
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1 (r(z) + c2)?,
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onde r(z) = d(zg, x) é a funcdo distancia de algum ponto fixado xy € M, ¢; e ¢y sdo constantes

positivas que dependem apenas de n e da geometria de g;; na bola unitaria B, (1).
Em seguida apresentaremos alguns resultados que sdo necessarios para provar o teorema.
Lema 2.1. Seja (M", g;;, f) um Ricci séliton gradiente shrinking completo satisfazendo
1
Ri; +V,V,f = 59@‘-

Ent3o temos

ViR = 2R;;V;f,

2
R+’Vf’ =Gy

para alguma constante Cj, onde R representa a curvatura escalar de g;;. Como consequéncia

desse resultado, temos que

R+‘Vf‘2—fzo. (2.2)



Lema 2.2. Seja (M™,g,j, f) um gradiente Ricci soliton encolhido completo. Entdo g;; tem

curvatura escalar ndo-negativa, R > 0.
Com tais Lemas, podemos dar uma estimativa superior para a funcio potencial.
Lema 2.3. Seja (M", g, f) um Ricci Soliton gradiente shrinking completo satisfazendo
Rij +V;V,;f = %gij
R+|VfP—f=0.
Entdo
f) < G0r@) + 2/,
VAl < 5o+ /T,
e R@) < () +2V/F))
Aqui, r(z) = d(xo, z) & a funcdo distancia de algum ponto fixo zy € M.
Prova. Pelo lema (2.2) R > 0 e sendo f > 0. Entdo, por (2.1) temos que
R+|Vf[*=f=0
e, entdo,
0<IVIP<

A desigualdade é equivalente a |[V/f| < 3. Dai,

Vi@ -V < Vi@ - Viw)| < 5r)
Vi@ Vi) < ()

@) < gria) + Vi)

fa) < 5 (ro) +2V/Fmw)

A prova da estimativa inferior segue de maneira analoga a prova da estimativa superior.

O teorema seguinte nos da uma limitacdo superior para o volume da bola geodésica.

(2.3)



Teorema 2.2. Seja (M™, g;;, f) um Ricci Soliton gradiente shrinking, completo e ndo-compacto.

Ent3o, existe uma constante C; > 0 tal que
Vol(By,(r)) < Cir™
para r > 0 suficientemente grande.
Uma combinacdo desses dois teoremas nos da o seguinte resultado:

Corolario 2.1. Seja (M", g;;, f) um Ricci soliton gradiente Shrinking completo e ndo-compacto.
Entdo nés temos

lule 7 dV < 400
M

para qualquer funcso u em M com |u(z)| < Ae®” @) 0 < ar < 1 e A>0. Em particular, o volume
ponderado de M é finito,
/ e 1dV < +o0.
M

3 Conclusoes

Concluimos que, embora seja dificil encontrar solucdes explicitas para os Ricci Sélitons Gra-
dientes Shrinking, completos e ndo- compactos, podemos restringir o universo das funcdes po-

tenciais que satisfazem a equac3o de evolucdo.
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