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1 Introducao

Uma superficie M no espaco Euclidiano R?, dada por
X (u,v) = (ucosv,usinv, A(u) + hv)

, onde h & uma constante e A\(u) é uma fungdo C?, é dit ser uma superficie helicoidal
com eixo Oz e inclinagdo h. Se h = 0, entdo a superficie helicéidal é justamente uma
superficie de revolugdo. A superficie M pode ser construida por uma curva através de
um movimento helicdidal, i.e. um movimento rigido g; : R® — R3 dado por g;(z,y,2) =
(xcost — ysint,xsint + ycost, z + ht), t € R. Portanto, uma superficie helicéidal é invari-
ante sobre ¢, para todo t. A curvatura média H e a curvatura Gaussiana K de M dependem
somente de u e sdo dadas por equacoes diferenciais ndo-lineares de segunda ordem. A
proposta deste trabalho € resolver estas equagdes. As solugdes sdo apresentadas explici-
tamente por integrais. Além disso dada uma fungéo diferenciavel H : I ¢ R — {0} — Re
h € R, entdo para qualquer uy € I podemos encontrar uma familia de curvas a dois paramet-
ros v(u, H, ¢1, ¢) definidas em uma vizinhanga de uq. Aplicando um movimento helicéidal em
~ temos uma familia a dois pardmetros de superficies helicdidais com curvatura média H e
inclinagdo h. Analogamente podemos construir uma familia a dois par@metros de superficies

helicdidais com curvatura Gaussiana K dada e inclinagao h.

2 Resultados e Discussoes

Os casos H = constante ou K = constante foram estudados por Do Carmo e Dajczer[2].
Especialmente para h = 0 e uma fungao arbitraria H, Kenmotsu [4] generalizou um antigo

resultado de Delaunay [1], construindo superficies de revolugcao globais com curvatura média



H. Seja v(u) = (u,0,\(u)),u € I uma curva C? definida em qualquer intervalo aberto I de
ndmeros reais nao incluindo o zero. Aplicando um movimento helicéidal em ~ definimos a
superficie helicéidal

X (u,v) = (ucosv,usinv, A(u) + hv). (2.1)

A primeira forma fundamental /, a segunda forma fundamental /7 e a aplicacédo de Gauss n

de M séo dadas por
I =14+ (\)Hdu? 4 2hN dudv + (u? + h?)dv?

1
IT = =(u)N'du® — 2hdudv + u*XN dv?)

«

1 ) .
n = —(hsinv — uX cosv, —uX sinv — hcos v, u),
o

onde o = (u?(1 4 (N)?) + h?)'/? e 0 simbolo (') denota derivada em relacéo a u. Segue que

a curvatura média H e Gaussiana K da superficie sdo dadas por

(u? + h2)uN + (1 4+ (N)?)u N + 2R3N

H = 2.2
2[u?(1+ (N)2) + h2]3/2 @2)
e
3)\/)\// _ h2
e . (2.3)
[w?(1+ (X)?) + h?]?
Notemos que se \' = 0, a superficie helicoidal (2.1) é justamente um helicéide.
Vamos agora estudar a equagéao (2.2). A equacao (2.2) pode ser escrita como
2H = 2A + uA’, (2.4)
onde
A= Nu?(1 4 (X)?) + n% V2 (2.5)
Entao, para u # 0, temos de (2.4) que
2 H
A+ -A=2—. (2.6)
u u
A solucao geral da equacao diferencial linear de primeira ordem é
A=u"?(2 / Hudu + ¢1), (2.7)

onde c¢; € uma constante de integragdao. Combinando (2.5) e (2.7) temos

No=u"?%(2 / Hudu + ¢)[u?(1 + (N)?) + h3Y2,



ou

u%ﬁ-mg/ﬂwm+qfxxy:@ﬂ+mxg/ﬂwm+@fy (2.8)
Mas u? — (2 [ Hudu + ¢1)?) = u?(u® + h?)[u?(1 + (X)?) + h?]7! > 0, para u # 0. Entdo
integrando (2.8) temos a solugao geral

(u? + h*)Y2)2 [ Hudu + ¢
lu|(u? = (2 [ Hudu + ¢;)?)"/?

AMu) ==+ du + co (2.9)

onde ¢, é uma constante de integracdo. Reciprocamente, seja h € R e H(u) fungdes reais
diferenciaveis definidas em um intervalo aberto I C R — 0. Entdo para qualquer u, € I, existe

um intervalo aberto I’ de uo(I’ C I) e um intervalo aberto A de R contendo

q:—@/ﬂmm@¢

tal que a fungdo F'(u,c) = u* — (2 | Hudu + ¢)* > 0 para qualquer (u,c) € I’ x A. Dai para
qualquer (u,c;) € I' x A,co € R, h € R e dada fungdo H(u) podemos definir uma familia a
dois parametros de curvas

(u? + h?)Y2|2 [ Hudu + ¢

H h = 0,+
7(u7 (u), 761702) (u7 9 |u’[u2 . (2fHudU+Cl)2]l/2

du + CQ).

Aplicando um movimento helicéidal de inclinag@o h nestas curvas temos entdo uma familia a
dois parametros de superficies helicéidais com curvatura média H(u),u € I’ e inclinagéo h.

Com isto temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1. Seja (u,0,\(u)), u € I uma curva gerando a superficie helicéidal (2.1), cuja
curvatura média no ponto (u, 0, A\(u)) é dada por H(u). Entdo, para algumas constantes ¢;, ¢,
e h, temos (u,0, A(u)) = v(u, H(u), h,c1,c2). Reciprocamente, sejah € Re H(u),u € I,
uma funcao diferenciavel. Entao para qualquer uy € I podemos construir uma familia a dois
parametros de curvas y(u, H(u), h, ¢y, ¢2), u € I' e entdo uma familia a dois parametros de

superficies helicéidais com curvatura média H(u),u € I’ e inclinagéo h.

Vamos agora estudar a equagao (2.3).

A equacao (2.3) pode ser escrita
(B?*) = 2Ku, (2.10)
onde

B2 _ u?(\)? + h?
Cu2(1+ (V)2) + h2

(2.11)



Integrando (2.10) temos
B2:2/Kudu+c1, (2.12)

onde ¢; € uma constante de integragdo. Combinando (2.11) e (2.12) tem-se
(1—¢c;—2 / Kudu)u*(\)? = (u® + h2)(2/Kudu +¢1) — b2 (2.13)
Como 1 —¢; — 2 [ Kudu = w?[u*(1 + (X)* + h?)]7! > 0, para u # 0, devemos ter que
(u® + h2)(2/Kudu +c1)—h*>0.

Integrando (2.13) obtemos a solucao geral

— [(u® +1?)(2 [ Kudu + ¢;) — h2)1/2
A= i/ lul(1—c1 — 2 [ Kudu)'/?

du + co. (2.14)

Reciprocamente, seja h € R e K(u) uma funcéo diferencidvel em um intervalo aberto I C
R — 0. Entédo para qualquer u, € I, existe um intervalo aberto I’ de ug I’ C I e um intervalo
aberto A de R contendo ¢} = —(2 [ Kudu)(u), tal que 1 — ¢; — 2 [ Kudu > 0 para qualquer
u € I'ec € A. Dai para qualquer u € I',c; € A,co € R podemos definir uma familia a dois
parametros de curvas

[(u? 4+ h?)(2 [ Kudu + ¢;) — h?]\/?
lul(1 = ¢1 — 2 [ Kudu)'/?

ﬁ(uv K(u)7h701702) = (U,O,/ du + 62)' (215)

Aplicando um movimento helicéidal nestas curvas temos entdo uma familia a dois parametros
de superficies helicéidais com curvatura Gaussiana K (u),u € I’ e inclinagdo h. Com isto

provamos o seguinte teorema.

Teorema 2.2. Seja (u, 0, A(u)),u € I uma curva que gera a superficie helicéidal (2.1), cuja cur-
vatura Gaussiana no ponto (u, 0, A(u)) é dada por K (u). Entdo para algumas constantes ¢y, ¢y
e htemos (u, 0, A(u)) = B(u, K(u), h,c1,c2). Reciprocamente, seja h € R,u € I uma fungéo
diferencidvel. Entdo para qualquer vy € I podemos construir a familia a dois parametros
de curvas (B(u, K(u), h,c1,c2),u € I', e entdo uma familia a dois parame-tros de superficies

helicéidais com curvatura Gaussiana K (u),u € I’ e inclinagéo h.

3 Conclusao

Concluimos que dadas duas fungdes diferenciaveis H(u) ou K (u) podemos construir super-
ficies helicéidais admitindo H (u) como curvatura Média ou K (u) como curvatura Gaussiana

de M.



Referéncias

[1] DELAUNAY,G . Sur la surface de revolution dont la courbure moyenne est constant, J.Math.Pures
Appl, Series 1, 6, 309-320 (1841).

[2] DO CARMO,M. DAJCZER,M . Helicoidal surfaces with constant mean curvature, Téhoku
Math.J. 34, 425-435 (1982).

[3] HITT,L.ROUSSOS,| . Computer graphics of helicoidal surfaces with constant mean curva-

ture, An.Acad.bras.Ci.,63,211-228 (1991).

[4] KENMOTSU,K . Surfaces of revolution with prescribed mean curvature, Téhoku Math.J.32,147-
153 (1980).





