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1 INTRODUÇÃO

Neste trabalho estudaremos a estrutura de grupos satisfazendo uma lei positiva, ou seja,

uma identidade da forma u ≡ v, onde u e v são palavras positivas. A questão

principal é saber quando tais grupos são extensão de grupos nilpotentes por grupos de

expoente finito. Estudaremos a resposta afirmativa a essa questão para uma larga classe

C de grupos, incluindo grupos solúveis e residualmente finitos, mostrando que, além disso, as

classes de grupos nilpotentes e de grupos de expoente finito em questão são as

únicas limitadas em termos do comprimento da lei positiva. Veremos também que, em

particular, se a variedade de grupos é localmente finita e nilpotente, então ela pode, de fato,

estar contida em um produto de uma variedade nilpotente por uma variedade

localmente finita de expoente finito. Disso seguem corolários interessantes, por exemplo,

que grupos de livres de torção, residualmente finitos, n-Engel são nilpotentes de classe

limitada em termos de n. Ainda, consideraremos a questão de Bergman para saber se uma

lei positiva em uma generalização de um subsemigrupo de um grupo deve ser de fato uma

lei em todo o grupo, mostrando que ela tem uma resposta afirmativa para grupos solúveis.

Todas as nossas discussões estão baseadas nos trabalhos de Burns, Macedońska e Medvedev

[2] e Fernández-Alcober e Shumyatsky [4].

2 MATERIAIS E MÉTODOS

Nossos estudos e demonstrações a respeito dessas questões e resultados são baseados

fortemente nos trabalhos de Shalev [12] sobre os grupos finitos satisfazendo uma lei positiva



e vários trabalhos de Zelmanov [15-18] sobre o Problema Restrito Burniside, condições de

Engel e anéis de Lie, além de resultados de Lubotzky e Mann [9] sobre p-grupos potentes.

Definição 2.1. Seja F um grupo livre sobre X = {x1, x2, . . .}. Dizemos que um elemento

da forma xm1
i1

xm2
i2

· · ·xmk
ik

é uma palavra positiva se xi é um elemento não trivial de F e tal

elemento não envolve os inversos de xi, ou seja, k ≥ 1 e mj ≥ 1 para j = 1, . . . , k. Uma lei

positiva (ou de semigrupo) de um grupo G é uma identidade não trivial da forma u ≡ v, onde

u e v são palavras positivas em F , sobre toda substituição X → G. O grau de uma lei é o

máximo dos comprimentos dentre u e v.

Neste trabalho, estudaremos uma estrutura de grupos satisfazendo uma lei positiva por

um resultado de Mal’cev : Um grupo que é a extensão de um grupo nilpotente por um grupo

de expoente finito satisfaz uma lei positiva. A questão principal de nosso interesse é discutir

a veracidade da recíproca.

3 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Questão 1. Se um grupo G satisfaz uma lei positiva, então G deve ser uma extensão de um

grupo nilpotente por um grupo finito?

Olshanskii e Storozhev [10] têm mostrado que em geral a resposta dessa questão é falsa.

Eles exibem um exemplo de um grupo 2-gerado satisfazendo uma lei positiva que não é

uma extensão de um grupo nilpotente por um grupo finito. Mas existe um outro resultado,

enunciado mais tarde, que nos dá uma resposta afirmativa para uma larga classe C de

grupos incluindo os grupos solúveis e residualmente finitos. Além disso, é possível considerar

uma outra ilustração para a dicotomia indicada. Em particular, pela diferença da metodologia

e dos resultados associados com, por um lado, a solução positiva do Problema Restrito de

Burnside e, por outro lado, a solução negativa do Problema Geral de Burniside, dentre os

grupos obtidos por um caminho padrão via abordagens para grupos solúveis e localmente

finitos, o que não é o caso dos exemplos apresentados.

Para um inteiro positivo e, denotamos por Be a variedade de Burnside restrita de expoente

e, ou seja, a variedade gerada por todos os grupos finitos de expoente e. Também definimos

um SB-grupo como sendo igual a um produto de muitas (finitas) variedades onde cada uma

delas é ou solúvel ou Be (para algum e).



Teorema 3.1 (2). Seja n um inteiro positivo. Existem funções c(n) e e(n), dependendo apenas

de n, tal que um SB-grupo G satisfazendo uma lei positiva de grau n é uma extensão de

um grupo nilpotente de classe no máximo c(n) por um grupo localmente finito de expoente

dividindo e(n), isto é,

G ∈ Rc(n)Be(n),

onde Rc(n) denota a variedade de todos os grupos nilpotentes de classe no máximo c(n).

A dependência de n nos parâmetros c(n) e e(n) do teorema anterior tem como

consequência que se em um grupo G todo subgrupo finitamente gerado é um SB-grupo

e satisfaz a lei positiva (possivelmente dependendo do subgrupo) de grau no máximo n,

então G ∈ Rc(n)Be(n). Similarmente, se G é um produto subcartesiano de SB-grupos todos

satisfazendo uma lei positiva de grau no máximo n, então novamente G ∈ Rc(n)Be(n).

Seja C uma classe de grupos obtidos pela classe de todos os SB-grupos por repetidas

aplicações das operações L e R, onde para todo grupo em uma classe X de grupos,

LX é a classe de todos os grupos localmente X e RX é a classe dos grupos residualmente X.

Em particular, grupos residualmente finitos e grupos localmente solúveis pertencem a C.

Veremos a seguinte extensão do Teorema 3.1.

Teorema 3.2 (2). Se um grupo G pertence a classe C e satisfaz uma lei positiva de grau n,

então

G ∈ Rc(n)Be(n).

Para G residualmente finito isto melhora o Teorema A devido a Shalev [12], que afirma

que um grupo residualmente finito satisfazendo uma lei positiva é uma extensão de um “grupo

fortemente localmente nilpotente” por um grupo de expoente finito. Entendemos por um grupo

fortemente localmente nilpotente um grupo que gera variedades localmente nilpotentes.

Segue do Teorema 3.1 que de fato um tal grupo pertence a RcBe, para alguns c e e.

Teorema 3.3. Uma variedade B de grupos é localmente nilpotente-por-finito (isto é, todos os

seus subgrupos finitamente gerados são extensões de um grupo nilpotente por um finito) se,

e somente se,

B ⊆ RcBe

para alguns c e e.



Questão 2 (Questão de Bergman). Sejam G um grupo e S ⊆ G algum subsemigrupo gerador

de G. Existe alguma lei positiva satisfeita por S (isto é, valendo sobre todas as substituições

X → S) sendo na verdade satisfeita por G ?

Burns, Macedońska e Medvedev [2] afirmam que Ivanov e Rips têm independentemente

construído exemplos mostrando que a resposta em geral para a questão de Bergman é

negativa.

Teorema 3.4. A questão de Bergman tem uma resposta afirmativa para grupos solúveis: se G

é um grupo solúvel (ou um pouco mais geral, uma extensão de um grupo solúvel por um grupo

localmente finito de expoente finito) e S ⊆ G é um subsemigrupo gerador satisfazendo uma

lei positiva, então essa lei vale em G (daí, pelo Teorema 3.1, G está realmente em Rc(n)Be(n),

onde n é o grau da lei positiva).

Burns, Macedońska e Medvedev [2] conjecturaram que este resultado se mantém em geral

para SB-grupos, e consequentemente, para os grupos em C. Também afirmam ser capazes

de mostrar que para alcançar esta extensão do teorema anterior é suficiente impor que G seja

uma extensão de um grupo localmente finito de expoente finito por um grupo nilpotente.

4 CONCLUSÕES

Acreditamos que realizando essas discussões e aprofundando o estudo das

demonstrações dessas questões e teoremas, poderemos interagir de forma bastante

interessante com importantes problemas em discussão pela comunidade matemática, em

especial, pelos pesquisadores na área de Álgebra e Teoria dos Grupos. Estas abordagens

nos permitirão conhecer fortemente resultados de Shalev [12], de Burns & Macedońska &

Medvedev [2] e de Fernández-Alcober & Shumyatsky [4] sobre grupos finitos satisfazendo

uma lei positiva e outros de Zelmanov [15-18] a respeito do Problema Restrito de Burnside e

anéis de Lie com condições de Engel, além de importantes trabalhos de Lubotzky e Mann [9]

sobre p-grupos potentes.
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