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1 INTRODUCAO

Neste trabalho estudaremos a estrutura de grupos satisfazendo uma lei positiva, ou seja,
uma identidade da forma v = wv, onde u e v sdo palavras positivas. A questédo
principal é saber quando tais grupos sao extensdao de grupos nilpotentes por grupos de
expoente finito. Estudaremos a resposta afirmativa a essa questdo para uma larga classe
C de grupos, incluindo grupos soluveis e residualmente finitos, mostrando que, além disso, as
classes de grupos nilpotentes e de grupos de expoente finito em questdo sédo as
Unicas limitadas em termos do comprimento da lei positiva. Veremos também que, em
particular, se a variedade de grupos é localmente finita e nilpotente, entao ela pode, de fato,
estar contida em um produto de uma variedade nilpotente por uma variedade
localmente finita de expoente finito. Disso seguem corolarios interessantes, por exemplo,
que grupos de livres de torgdo, residualmente finitos, n-Engel sdo nilpotentes de classe
limitada em termos de n. Ainda, consideraremos a questdo de Bergman para saber se uma
lei positiva em uma generalizagcdo de um subsemigrupo de um grupo deve ser de fato uma
lei em todo o grupo, mostrando que ela tem uma resposta afirmativa para grupos soluveis.
Todas as nossas discussdes estdo baseadas nos trabalhos de Burns, Macedonska e Medvedev

[2] e Fernandez-Alcober e Shumyatsky [4].

2 MATERIAIS E METODOS

Nossos estudos e demonstragdes a respeito dessas questdes e resultados sdo baseados

fortemente nos trabalhos de Shalev [12] sobre os grupos finitos satisfazendo uma lei positiva



e varios trabalhos de Zelmanov [15-18] sobre o Problema Restrito Burniside, condi¢ées de
Engel e anéis de Lie, além de resultados de Lubotzky e Mann [9] sobre p-grupos potentes.

Definicao 2.1. Seja F' um grupo livre sobre X = {z1,z,,...}. Dizemos que um elemento
da forma x;’flx;ff . x?}j’* € uma palavra positiva se x; € um elemento nao trivial de F' e tal
elemento ndo envolve os inversos de z;, ouseja, k > 1em; > 1paraj=1,...,k Umalei
positiva (ou de semigrupo) de um grupo GG é uma identidade nao trivial da forma u = v, onde
u e v sdo palavras positivas em F', sobre toda substituicdo X — G. O grau de umalei é o

maximo dos comprimentos dentre u € v.

Neste trabalho, estudaremos uma estrutura de grupos satisfazendo uma lei positiva por
um resultado de Mal’cev: Um grupo que é a extensdo de um grupo nilpotente por um grupo
de expoente finito satisfaz uma lei positiva. A questao principal de nosso interesse é discutir

a veracidade da reciproca.

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Questao 1. Se um grupo G satisfaz uma lei positiva, entdo GG deve ser uma extensdo de um

grupo nilpotente por um grupo finito?

Olshanskii e Storozhev [10] tém mostrado que em geral a resposta dessa questao é falsa.
Eles exibem um exemplo de um grupo 2-gerado satisfazendo uma lei positiva que nao €
uma extensao de um grupo nilpotente por um grupo finito. Mas existe um outro resultado,
enunciado mais tarde, que nos da uma resposta afirmativa para uma larga classe C de
grupos incluindo os grupos soluveis e residualmente finitos. Além disso, € possivel considerar
uma outra ilustracao para a dicotomia indicada. Em particular, pela diferenca da metodologia
e dos resultados associados com, por um lado, a solugédo positiva do Problema Restrito de
Burnside e, por outro lado, a solucédo negativa do Problema Geral de Burniside, dentre os
grupos obtidos por um caminho padrédo via abordagens para grupos soluveis e localmente

finitos, o que ndo é o caso dos exemplos apresentados.

Para um inteiro positivo e, denotamos por B, a variedade de Burnside restrita de expoente
e, OU seja, a variedade gerada por todos os grupos finitos de expoente e. Também definimos
um SB-grupo como sendo igual a um produto de muitas (finitas) variedades onde cada uma

delas é ou soluvel ou ‘B, (para algum e).



Teorema 3.1 (2). Seja n um inteiro positivo. Existem fungdes ¢(n) e e(n), dependendo apenas
de n, tal que um SB-grupo G satisfazendo uma lei positiva de grau n € uma extensao de
um grupo nilpotente de classe no maximo ¢(n) por um grupo localmente finito de expoente
dividindo e(n), isto &,

G e SHc(n) B e(n)»

onde R,y denota a variedade de todos os grupos nilpotentes de classe no maximo c(n).

A dependéncia de n nos parametros c¢(n) e e(n) do teorema anterior tem como
consequéncia que se em um grupo G todo subgrupo finitamente gerado é um SB-grupo
e satisfaz a lei positiva (possivelmente dependendo do subgrupo) de grau no maximo n,
entdo G € R¢w)DBew). Similarmente, se G € um produto subcartesiano de SB-grupos todos
satisfazendo uma lei positiva de grau no maximo n, entdo novamente G € Ry)DBe(n)-

Seja C' uma classe de grupos obtidos pela classe de todos os SB-grupos por repetidas
aplicacbes das operagbes L e R, onde para todo grupo em uma classe X de grupos,
LX é aclasse de todos os grupos localmente X e RX é a classe dos grupos residualmente X.
Em particular, grupos residualmente finitos e grupos localmente soluveis pertencem a C.

Veremos a seguinte extensao do Teorema 3.1.

Teorema 3.2 (2). Se um grupo G pertence a classe C' e satisfaz uma lei positiva de grau n,
entao

G e %c(n) B e(n)-

Para G residualmente finito isto melhora o Teorema A devido a Shalev [12], que afirma
que um grupo residualmente finito satisfazendo uma lei positiva € uma extensao de um “grupo
fortemente localmente nilpotente” por um grupo de expoente finito. Entendemos por um grupo
fortemente localmente nilpotente um grupo que gera variedades localmente nilpotentes.

Segue do Teorema 3.1 que de fato um tal grupo pertence a R 8., para alguns c e e.

Teorema 3.3. Uma variedade ‘B de grupos € localmente nilpotente-por-finito (isto é, todos os
seus subgrupos finitamente gerados sdo extensdées de um grupo nilpotente por um finito) se,
e somente se,

B CRSD,

para alguns c e e.



Questao 2 (Questao de Bergman). Sejam G um grupo e S C G algum subsemigrupo gerador
de G. Existe alguma lei positiva satisfeita por S (isto &, valendo sobre todas as substituicdes

X — S) sendo na verdade satisfeita por G' ?

Burns, Macedonska e Medvedev [2] afirmam que Ivanov e Rips tém independentemente
construido exemplos mostrando que a resposta em geral para a questdao de Bergman é

negativa.

Teorema 3.4. A questdo de Bergman tem uma resposta afirmativa para grupos sollveis: se G
€ um grupo soluvel (ou um pouco mais geral, uma extensao de um grupo solavel por um grupo
localmente finito de expoente finito) e S C G é um subsemigrupo gerador satisfazendo uma
lei positiva, entdo essa lei vale em G (dai, pelo Teorema 3.1, GG esta realmente em R (1) B ¢(n),

onde n é o grau da lei positiva).

Burns, Macedonska e Medvedev [2] conjecturaram que este resultado se mantém em geral
para S B-grupos, e consequentemente, para os grupos em C'. Também afirmam ser capazes
de mostrar que para alcancgar esta extensao do teorema anterior é suficiente impor que G seja

uma extensdo de um grupo localmente finito de expoente finito por um grupo nilpotente.

4 CONCLUSOES

Acreditamos que realizando essas discussdes e aprofundando o estudo das
demonstracfes dessas questdes e teoremas, poderemos interagir de forma bastante
interessante com importantes problemas em discussédo pela comunidade matematica, em
especial, pelos pesquisadores na area de Algebra e Teoria dos Grupos. Estas abordagens
nos permitirdo conhecer fortemente resultados de Shalev [12], de Burns & Macedonska &
Medvedev [2] e de Fernandez-Alcober & Shumyatsky [4] sobre grupos finitos satisfazendo
uma lei positiva e outros de Zelmanov [15-18] a respeito do Problema Restrito de Burnside e
anéis de Lie com condi¢des de Engel, além de importantes trabalhos de Lubotzky e Mann [9]

sobre p-grupos potentes.
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