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1 Introdução

Seja Ω um domínio conexo, limitado e com fronteira suave no espaço Euclidiano Rn, n ≥ 2,

ν o campo normal unitário exterior de ∂Ω e seja l um inteiro positivo. Soluções de ∆u = 0

num domínio Ω ⊂ Rn são as clássicas funções harmônicas que descrevem a posição de

equilíbrio de uma membrana elástica homogênea. Soluções de ∆2u = 0 são chamadas

biharmônicas, e elas modelam o equilíbrio de placas homogêneas. Similarmente, soluções

de ∆lu = 0, l ∈ N; são chamadas poliharmônicas.

Podemos então naturalmente considerar o seguinte problema de autovalor

(−∆)lu = λu em Ω

u|∂Ω =
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= · · · = ∂l−1u

∂ν l−1

∣∣∣∣
∂Ω

= 0. (1.1)

Seja

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ,

a sequência de autovalores do problema (1.1), onde cada autovalor é repetido de acordo

com a sua multiplicidade. O caso l = 1 é bastante estudado, desde os trabalhos de Weyl,

[1], e Courant-Hilbert, [2]. Mas também para l ≥ 2, as funções poliharmônicas possuem

interessantes aplicações na física.

Outras questões surgiram ao longo dos anos, como por exemplo, investigar os autovalores

do problema (1.1) para l qualquer, com respeito as chamadas propriedades universais, isto é,

propriedades que não dependem do domínio Ω propriamente, mas somente de sua dimensão



n. Estas propriedades universais então resultam em relações entre diferentes autovalores.

Em [4], Payne, Pólya e Weinberger mostraram a seguinte estimativa

λk+1 − λk ≤
2

k

k∑
i=1

λi, k = 1, 2, · · · ,

para Ω ⊂ R2. Este resultado se estende facilmente para Ω ⊂ Rn como

λk+1 − λk ≤
4

kn

k∑
i=1

λi, k = 1, 2, · · · , (1.2)

Muitos trabalhos interessantes surgiram generalizando a desigualdade (1.2) como por

exemplo [5],[7],[8],[9],[10], [11] e outros. Nesta direção, mencionaremos dois resultados. Em

1980, Hile e Protter [10] mostraram

k∑
i=1

λi

λk+1 − λi

≥ kn

4
, k = 1, 2, · · · , .

Em 1991, Yang [11] provou uma desigualdade mais forte

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
(
λk+1 −

(
1 +

4

n

)
λi

)
≤ 0, k = 1, 2, · · · , .

A desigualdade acima, conforme Yang mesmo observou, e comprovado posteriormente

em [5], [6], [7] é a melhor das desigualdades clássicas que são obtidas seguindo o método

desenvolvido por Payne-Pólya-Weinberger.

O objetivo deste trabalho é obter uma desigualdade universal do tipo Yang, para os auto-

valores do problema (1.1) para qualquer l. Ou seja, vamos considerar o problema de autovalor

mais geral

(−∆)lu = λu em M

u|∂M =
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂M

= · · · = ∂l−1u

∂ν l−1

∣∣∣∣
∂M

= 0

onde M é uma variedade Riemanniana compacta com fronteira (possivelmente vazia) e ∆ é

o operador Laplaciano em M .

2 Resultados e Discussão

Nos resultados seguintes são apresentadas desigualdades universais para os autovalores

do operador poliharmônico em domínios compactos no Espaço Euclideano e na Esfera.



Teorema 2.1. Seja Ω um domínio limitado conexo em um espaço euclidiano Rn, n-dimensional,

e seja ∆ o laplaciano de Rn. Denote por λi o i-ésimo autovalor do problema de autovalor

(−∆)lu = λu em Ω

u|∂Ω =
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= · · · = ∂l−1u

∂ν l−1

∣∣∣∣
∂Ω

= 0.

Então temos

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
2 ≤

(
4l(n+ 2l − 2)

n2

) 1
2

(
k∑

i=1

(λk+1 − λi)
2λ

l−1
l

i

) 1
2
(

k∑
i=1

(λk+1 − λi)λ
1
l
i

) 1
2

.(2.3)

Corolário 2.1. Sobre as mesmas hipóteses do Teorema (2.1), temos

λk+1 ≤
1

k

k∑
i=1

λi +
2l(n+ 2l − 2)

k2n2

(
k∑

i=1

λ
l−1

l
i

)(
k∑

i=1

λ
1
l
i

)
+

(
2l(n+ 2l − 2)

k2n2

)2
(

k∑
i=1

λ
l−1

l
i

)2( k∑
i=1

λ
1
l
i

)2

− 1

k

k∑
i=1

(
λi −

1

k

k∑
j=1

λj

)2


1
2 (2.4)

e

λk+1 ≤
(

1 +
2l(n+ 2l − 2)

n2

)
1

k

k∑
i=1

λi +
(

2l(n+ 2l − 2)

n2

1

k

k∑
i=1

λi

)2

−
(

1 +
4l(n+ 2l − 2)

n2

)
1

k

k∑
i=1

(
λi −

1

k

k∑
j=1

λj

)2


1
2

.

(2.5)

Teorema 2.2. Seja λi o i-ésimo autovalor do seguinte problema de autovalor

(−∆)lu = λu em Ω

u|∂Ω =
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= · · · = ∂l−1u

∂νl−1

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,

onde Ω é um domínio compacto conexo em uma n-esfera unitária Sn.

Então temos

k∑
i=1

(λk+1 − λi)
2

≤ 1

n

{
k∑

i=1

(λk+1 − λi)
2(| al−1 | λ

l−1
l

i + · · ·+ | a1 | λ
1
l
i + | a0 |)

} 1
2

×

{
k∑

i=1

(λk+1 − λi)(n
2 + 4λ

1
l
i )

} 1
2

. (2.6)



Corolário 2.2. Sobre as mesmas hipóteses do Teorema (2.2), temos

λk+1 ≤
1

k

k∑
i=1

λi +
1

2n2k2
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i=1
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l
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1
l
i + | a0 |)

)
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(
kn2 + 4
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λ
1
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i

)

+
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1

4n4k4
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1
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)2(
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1
l
i

)2

−1

k

k∑
i=1

(
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1
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2

e λk+1 ≤ Uk+1 +
√
U2

k+1 − Vk+1, onde

Uk+1 =
1

k

k∑
i=1

λi +
1

2n2k
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(
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l
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1
l
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)(
n2 + 4λ

1
l
i

)
e

Vk+1 =
1

k
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λ2
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1

n2k
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(
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.

3 Conclusões

Concluímos que a desigualdade obtida para um domínio compacto no Espaço Euclideano

é mais forte do que a conhecida desigualdade tipo Payne-Pólya-Weinberg. Além disso, esta,

cobre a importante desigualdade de Yang em autovalores do Laplaciano de Dirichlet.
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