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1 Introducao

Mostraremos que para cada algebra de Lie g, existe uma algebra associativa com identi-
dade chamada sua &lgebra envelopante universal, que denotaremos por U(g), tendo a pro-
piedade que qualquer homomorfismo de algebras de g em uma éalgebra associativa A com
identidade estende-se a um homomorfismo de algebras associativas de U(g) en A levando 1
em 1. Assim, existe uma questao natural sobre a relagdo existente entre as bases de g e de
sua algebra envelopante universal U(g). Esta relagdo manifesta-se no Teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt que fornece uma base de espago vetorial para U(g) em termos de uma base
ordenada de g. Este teorema tem muitas demonstracdes tanto classicas como modernas, ver
[1] e [4]. Por exemplo em 1978, George M. Bergman [2], utilizou ferramentas da Teoria de
Grafos (lema do diamante) para dar uma prova alternativa do teorema. Essa demostragao
€ vista como uma demostragcdo moderna. A importancia da algebra envelopante universal
de uma algebra de Lie, reside no fato de que ela € uma ferramenta basica para o estudo de
representacdes e mais geralmente para o estudo de homomorfismos de uma algebra de Lie

g em uma é&lgebra de Lie U, onde U é associativa com elemento identidade.

2 Resultados e Discussao

Apresentamos a seguir, a definicao de algebra envelopante universal associada a uma

algebra de Lie e discutimos algumas de suas propriedades.



Definicao 2.1. Uma algebra envelopante universal da algebra de Lie g € uma algebra asso-
ciativa U(g) que contém g e tal que toda representagdo p de g estende-se a uma representa-
cdo de U(g) (subentende-se, ao longo deste capitulo, que as algebras associativas sdo com
unidade). De maneira mais formal, uma algebra associativa U € uma algebra envelopante

universal de g se existe um homomorfismo injetor
j:g—U
que satisfaz
1. aimagem j(g) gera U como &lgebra associativa e

2. se p: g — gl(V) é uma representagdo de g em V, entdo existe uma representagéo

p: U — gl(V) que satisfaz

para todo X € g. Aqui, p € uma representagdo de uma algebra associativa, isto &,
satisfaz

PXY) = BX)B(Y),
onde o produto do primeiro membro é o produto da algebra e o do segundo membro
€ a composicao usual de transformacdes lineares em V. Em outras palavras, U é
uma algebra envelopante universal de g se para toda representagéao p de g existe uma

representacdo p de U tal que o diagrama

comuta.

A construgado canénica da algebra envelopante universal € feita a partir de g seguindo a
idéia basica de que U(g) é uma algebra associativa gerada por g (ja que j :— U(g) é inje-
tora) e, portanto, os elementos de U(g) devem ser justaposi¢gdes associativas de elementos
de g. Dessa forma, considera-se a algebra associativa livre gerada por g. Essa é a algebra

tensorial

m(9) =Y Xy



de g. Seus elementos sdo combinagdes lineares finitas de monémios da forma
X Xp

com o produto indicado o produto tensorial dos elementos X; € g, i = 1,...k, (o simbolo &)
de produto tensorial € omitido tanto por razées de economia de notagdo quanto para enfatizar
que o produto € obtido por justaposicao - formal - dos elementos de g).

A algebra 7(g) é uma algebra associativa que contém e é gerada por g. No entanto, a
incluséo g — 7(g) ndo é um homomorfismo de g na algebra de Lie definida em 7(g) pelo
comutador. Isso porque, para X,Y € g, XY — Y X é diferente de [XY'], pois o primeiro é
um elemento de grau dois de 7(g), enquanto que o segundo é um elemento de g, isto &, de
grau um. O homomorfismo se consegue tomando uma algebra quociente de 7(g). Assim, a

algebra envelopante universal pode ser construida como

onde J é o ideal bilateral de 7(g) gerado por elementos (ndo-homogéneos) da forma
XY —-YX - [XY] e(g9)

com XY € g. Os elementos dessa algebra quociente sdo representados, da mesma forma,
por combinagdes lineares de mondmios do tipo X; - - X (representantes em 7(g)) com a

diferenga que em U (g) existem igualdades entre elementos ndo-homogéneos. Por exemplo,
X XY X=X, YX - X+ Xy - [XY] - X,

em U(g), mas ndo em 7(g). Os produtos em U(g) sdo, da mesma forma, dados por justapo-
sicdo de monémios. Passando ao quociente, a incluséo de g em 7(g), induz uma incluséo de
gem U(g) que é, por construgdo um homomorfismo quando se considera em U(g) o colchete
dado pelo comutador. Essa aplicagdo de g em U(g) € injetora, pois o ideal J tem intersegao
nula com g, ja que os elementos de J sdo gerados por elementos de grau maior o igual a dois
da algebra tensorial. Por fim, uma representagdo p de g no espago vetorial VV se estende a

uma representagdo p de U(g) que é definida nos mondémios por
p(Xy - Xy) = p(X1) - p(Xi). (1)

O procedimento para ver que p é de fato uma representagdo é o seguiente: em primeiro

lugar, estende-se p a algebra tensorial 7(g). Isso é possivel, pois 7(g) é a algebra associativa



livre gerada por g e, portanto, qualquer aplicacao de g a valores numa algebra associativa se
estende a um homomorfismo de 7(g). Feito isso, o fato de que p é uma representagdo de
algebra de Lie garante que o ideal J definido acima esta contido no nucleo da representacao
de U(g), que nos mondémios é dada por p como acima. Entédo todas as combinagdes lineares
finitas de monémios nos elementos de g em que se identifica XY — Y X com [XY]| é uma
realizacdo da algebra envelopante universal de g.

Um resultado central sobre as algebras envelopantes universais € o teorema de Poincaré-
Birkhoff-Witt. Esse teorema, de natureza puramente combinatéria, fornece bases de U(g)

ordenando os mondmios de acordo com ordens em bases de g. Explicitamente, tem-se

Teorema 2.1. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Seja ¢ uma algebra de Lie (de dimensao finita ou néao)

e {X;}ics uma base de g ordenada por uma ordem total em J. Entdo, os mondmios do tipo

.

formam uma base de U(g). Em particular, se dim(g) < oo e
f={X;...X,}

€ uma base ordenada de g, entdo os monémios

D G

com m; > 0 formam uma base de U(g).

3 Conclusoes

Portanto, mostramos que para cada algebra de Lie g, existe uma Unica algebra associativa
com identidade chamada sua algebra envelopante universal U(g), cuja base tem relagédo com
a base de g. Esta relacdo manifesta-se no Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt que fornece

uma base de espago vetorial para U(g) em termos de uma base ordenada de g.
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