
Simulações de Wang-Landau para um polímero omsolução exataLuas de Souza Ferreira, Álvaro de Almeida CapariaInstituto de Físia, Universidade Federal de Goiás74.001-970, Goiânia (GO), Brazilhotwister�hotmail.om, aparia�if.ufg.brPALAVRAS-CHAVE: Polímero, Wang-Landau.1 INTRODUÇ�OCom o advento e a larga disponibilidade de omputadores, as simulações om-putaionais têm se tornado um método essenial e poderoso no estudo de sistemas demuitos orpos, fazendo um papel intermediário entre modelos teórios e experimentos.A ideia básia é que, om um omputador pode-se seguir expliitamente a trajetória deum sistema que envolve um grande número de graus de liberdade e om isso, obter umprognóstio signi�ativo de suas propriedades.Como simular variáveis aleatórias manualmente é um proesso árduo, os tra-balhos envolvendo números aleatórios deixaram de ser pontuais a partir de 1945, omo uso de omputadores e geradores de números aleatórios de alta qualidade. O métodoMonte Carlo passou então a ser onsiderado omo uma ténia numéria universal, sendopor exemplo essenial nas simulações exigidas para o projeto Manhattan, que levou àonstrução da bomba at�mia. O seu surgimento data de 1949 quando Metropolis e Ulampubliaram o artigo intitulado The Monte Carlo Method.Reentemente Fugao Wang e D. P. Landau elaboraram um e�iente algoritmode Monte Carlo usando um passeio aleatório no espaço de energia para estimar a densidadede estados para modelos lássios. Nesse algoritmo a densidade de estados é alteradaatravés de um fator modi�ador sempre que o nível de energia é visitado e um histogramaé produzido. Controlando uidadosamente a evolução do fator sempre que o histograma�a su�ientemente nivelado, veri�a-se que a densidade de estados onverge para o seuvalor real. Com a densidade de estados no �nal do passeio aleatório, podemos estimarquantidades termodinâmias, tais omo energia interna e alor espeí�o, en�m podemosalular as médias an�nias em qualquer variável a qualquer temperatura.Em 2007 Belardinelli prop�s um algoritmo para alular a densidade de esta-dos baseado no método de Wang-Landau que é, basiamente, um passeio aleatório peloespaço de energia onde a densidade de estados é modi�ada por uma função do tempo t,
F (t) = 1/t. Consequentemente o álulo da densidade de estados gm(E, t) se aproximaassintotiamente para o valor exato gext(E, t) ∝ t−1/t, evitando saturação de erro.Neste trabalho apliamos o algoritmo de Wang-Landau para um modelo sim-ples de polímero altamente idealizado desrido na ref. [4℄. A vantagem deste modelo éque o formalismo anonio apresenta uma solução exata. A simulação de WL resultante



pode então ser omparada diretamente om a solução exata. Realizamos duas simulaçõesdistintas : (a) usando WL onvenional parando quando ln f ∼ 10−4, atualizando a densi-dade de estados somente depois que ada mon�mero teve a hane de se mover e exigindonivelamentos do histograma de 80% e 90% realizando dezenas de rodadas independentese depois tomando a média e (b) apliamos o algoritmo 1/t, terminando em ln f desde
10−6 até 5 × 10−7 e também tomando a média sobre um grande número de amostrasindependentes. Comparamos os nossos resultados om os da solução exata e a e�iêniade ada um dos métodos.2 METODOLOGIAO algoritmo proposto por Wang-Landau (WLS) é baseado na observação deque se realizarmos um passeio aleatório pelo espaço de fase om uma probabilidade pro-porional ao inverso da densidade de estados 1

g(E)
, então é gerado um histograma niveladopara a distribuição de energia. Assim, o histograma de energia serve omo teste de on-vergênia para a densidade de estados para o seu valor verdadeiro. No iníio do passeioaleatório a densidade de estados não é onheida a priori, de modo que basta de�nir

g(E) = 1 para todas as energias. Começando nosso passeio temos E1 e E2 a energia antese a energia depois onde a probabilidade de transição de uma energia E1 para E2 é
p(E1 → E2) = min[

g(E2)

g(E1)
, 1] (1)Cada vez que a energia E é visitada atualizamos a densidade de estados or-respondente, multipliando o valor exitente por um fator modi�ador f>1, g(E) → g(E)f.Iniialmente o fator modi�ador e dado por f=f0= e1 = 2.71828.... A medida que oorreo passeio aleatório aumulamos um histograma H(E)d e visitação dos níveis de energia.Quando todas as olunas do histograma estão aima de 80% ou 90% da média das olunasreduzimos o fator modi�ador por um mais re�nado pela regra fi+1 =

√
fi e zeramos ohistograma H(E). A simulação termina quando o fator modi�ador �a menor que umvalor predeterminado, em geral, ffinal= exp(10−8). No algoritmo onvenional a mudançade um elemento do seu sistema gera uma nova on�guração, para ada mudança falamosque o sistema realizou um passo de Monte Carlo (MC).O algoritmo 1/t [2℄ é dividido em dois passos, iniialmente o onvenional WLé seguido, omeçando de S(E) ≡ ln g(E) = 0 e onstruindo S(E) usando um histogramapara atualizar todas as novas on�gurações aeitas. S(E) é atualizado omo no WLS,

S(E) = S(E) + Fi, om valor iniial F0 = 1. Depois de um erto número de movimentos(e.g. 1000MCS), utilizamosH(E) para veri�ar se todos os níveis foram visitados por umaminho aleatório pelo menos uma vez, atualizamos Fi+1 = Fi/2 e zeramos H(E) = 0. (Onivelamento não e requerido, nem mesmo nessa primeira fase). A simulação é realizadaenquanto Fi ≥ 1/t = N/j, onde j é o número de tentativas de mover e N é o número deestados de energia. No restante da simulação Fi é atualizado para toda nova on�guraçãoom Fi = 1/t até uma preisão �nal esolhida Ffinal.Uma estratégia diferente [3℄ que ajuda a aprimorar a preisão do WLS é atu-alizar a densidade de estados periodiamente, isto é, a ada p tentativas de nova on�gu-ração, em vez de atualizar S(E) para ada troa de mon�mero. Neste novo método parasimulação:
• WLS deve ser realizado somente até ln f ∼ 10−4



• Em vez de atualizar a densidade de estados a ada mudança, atualizamos a ada Ntentativas, onde N é o número de mon�meros no polímero.Nosso modelo de polímero guarda muito poua relação om um polímero ver-dadeiro, entretanto ele serve omo alibrador para trabalhos posteriores, uma vez quepossui solução exata. Nesse modelo ada mon�mero unitário têm a possibilidade de semover no eixo paralelo ou antiparalelo de x, esse movimento é representado por um tra-balho unitário +τ ou -τ que está assoiado om essas duas orientações, onde τ é a tensão.Além disso, ada mon�mero têm ainda a possibilidade de movimento perpendiular aoeixo x, ou seja, +y ou -y. Para esses movimentos atribuímos uma energia positiva ε emambos os asos. A energia total é dada por
E = (N+

x −N−

x )τ + (N+
y +N−

y )ε (2)onde N+
x , N−

x , N+
y e N−

y são os números de mon�meros nas quatro possibilidades. Entãoa quantidade total de mon�meros é dada por
N = N+

x +N−

x +N+
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y (3)A densidade de estados exata é dada por
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. (4)Para esse modelo foram realizadas a simulação WL onvenional om nive-lamento de 80% e 90%, 1/t om ln f até 5 × 10−7 e o novo proedimento (atualizaçãoperiódia da densidade de estados) om nivelamento de 80% e 90% e ln f ∼ 10−4. Simu-lamos 100 amostras independentes. Utilizando um proedimento de mínimos quadradostrouxemos todas as densidades de estado simuladas à máxima aproximação da densidadede estado exata. A omparação dos resultados foi feita através da observação do errorelativo
ε =

| xsim. − xexato |
xexato

(5)3 RESULTADOSNa Fig. 1 mostramos ln g(E) em função da energia. É impossível distinguirqualquer diferença entre as urvas simuladas e a exata. Na Fig. 2 mostramos o errorelativo em função do número de amostras que partiipa da média, om o objetivo deestimar qual o número adequado de rodadas independentes que deve ser adotado. Évisível a grande melhora dos resultados quando se adota o proedimento de atualizar
ln g(E) a ada N tentativas de movimento. Na Fig. 3(a) mostramos o erro relativo damédia de 100 rodadas para ada nível de energia. Novamente é notável a melhor preisãoom o novo proedimento.Areditamos que a razão da melhora na preisão está no fato de que atualizandoa ada N tentativas, há uma maior variação entre a energia antiga e a nova energia,failitando o proesso de nivelamento e diminuindo o erro relativo.Na Fig. 3(a) podemos observar o erro relativo para ada nível de energia omnivelamento de 90% para a simulação onvenional e o novo proedimento. Perebemosque para o novo proedimento o erro é menor e melhor distribuído nos níveis de energia.
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Figura 1: Grá�o do logaritmo da densidade de estados pela energia.
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new procedure 90%Figura 2: Grá�o do erro relativo pelo número de rodadas.Notamos que o erro relativo para energias baixas são elevados, fato já observado em outrosmodelos [1℄. Entretanto observa-se que para o novo proedimento os níveis de energia queapresentam essa distorção são em número bem menor.
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(b)Figura 3: Grá�o do erro relativo pelos níveis de energia.Na Fig. 3(b) omparamos os erros relativos das simulações onvenional, 1/t



e as atuais na faixa de energias mais baixas (−128 à 0). Vemos que a simulação usandoo novo proedimento e a do 1/t apresentaram resultados semelhantes, porém oorre queo tempo de CPU na simulação 1/t é muito maior.Tabela 1. Comparação dos tempos de CPU.Caso Tempo de CPUConvenional WLS
80% 1.00
90% 1.93

1/t
5.10−7 13.32Novo proedimento
80% 0.59
90% 1.64Na tabela 1 temos os tempos de CPU para ada aso. Eles estão expressos emtermos do tempo gasto na simulação om WLS 80% onvenional. Vemos que, emborao 1/t apresente resultados on�áveis, o seu tempo de CPU é proibitivamente maior. Jáo novo proedimento, surpreendentemente exibe tempos ainda inferiores que aqueles dasimulação onvenional.4 CONCLUSÕESAnalisando os resultados obtidos para os três asos perebe-se que alterar aforma de atualizar a densidade de estados, retorna resultados muito mais preisos paraa simulação WL. O algoritmo 1/t forneeu bons resultados, entretanto o tempo de CPUfoi muito maior. Já o novo proedimento demostrou-se mais e�iente nos dois métodosde omparação. No modelo de Ising 2D [3℄ os tempos gastos om o novo proedimentosão bem maiores que no WL onvenional, enquanto que no modelo de polímero queestudamos essa situação se inverte, um omportamento muito bem-vindo.REFERÊNCIASReferênias[1℄ F. Wang, D. P. Landau, Phys. Rev. Lett. 86, 2050 (2001).[2℄ R. E. Belardinelli and V. D. Pereyra, Phys. Rev. E 75, 046701 (2007).[3℄ A.A.Caparia and A. G. Cunha-Netto,Wang-Landau sampling: A new paradigm forsimulations, (in preparation).[4℄ H. B. Callen, Thermodynamis and an Introdution to Thermostatis Seond Edition.New York: John Wiley & Sons In., (1985).


