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Resumo: 
 Gráficos de controle de regressão são 
úteis no monitoramento de processos na pre-
sença de covariáveis controle. Nesses casos, 
um modelo de regressão é ajustado e os resí-
duos do modelo são monitorados por meio de 
gráficos de controle usuais, como os de 
Shewhart. Quando o objetivo é monitorar vari-
áveis do tipo fração ou proporção, gráficos de 
controle de regressão beta podem ser conside-
rados. Contudo, a literatura evidencia diversos 
resíduos possíveis para o modelo de regres-
são beta. O presente trabalho tem o objetivo 
de avaliar gráficos de controle de regressão 
beta usando diferentes resíduos. Os números 
médios de corrida (ARL) dos gráficos de con-
trole baseados em cada resíduo são avaliados 
numericamente via simulações de Monte Car-
lo. Os resultados mostraram que o resíduo 
deviance é o mais adequado para ser utilizado 
no gráfico de controle de regressão beta. 
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Introdução: 
 A variabilidade está presente na maio-
ria dos processos de produção, por mais que 
eles sejam cuidadosamente monitorados. Po-
rém, fontes de variações podem ocorrer, como 
falhas de operadores, matéria-prima defeituo-
sa ou máquinas operadas inadequadamente. 
Quando isso acontece dizemos que o pro-
cesso de produção está fora de controle (Mon-
tgomery, 2007). Uma das ferramentas capazes 
de detectar alguma falha que possa ter ocorri-
do é o gráfico de controle. 
 Shewhart (1931) apresenta gráficos de 
controle para variáveis aleatórias indepen-
dentes. No entanto, quando duas ou mais va-
riáveis controle são relacionadas, o uso dos 
gráficos de controle de Shewhart pode não ser 
adequado, pois esses gráficos não consideram 

toda a sequência de observações, somente o 
último dado da amostra (Montgomery, 2007). 
Para contornar esse problema, gráficos de 
controle de regressão foram propostos por 
Mandel (1969). Essa técnica consiste em rela-
cionar variáveis de controle e a característica 
de qualidade do processo através de um mo-
delo de regressão linear. 
 Contudo, quando a característica de 
qualidade se limita ao intervalo (0,1), utilizar os 
gráficos de controle de regressão usuais pode 
não ser adequado. Sant’Anna (2009) propõe 
um gráfico de controle de regressão beta ca-
paz de monitorar os resíduos deviance de um 
processo em que a característica de qualidade 
é do tipo taxas ou proporções. O presente tra-
balho tem por objetivo realizar avaliações nu-
méricas de gráficos de controle de regressão 
beta baseados nos diferentes resíduos apre-
sentados por Espinheira (2008). 
 

Metodologia: 
 A análise de regressão visa explicar a 
relação entre uma variável resposta, ou inde-
pendente, e uma ou mais variáveis explicati-
vas, ou dependentes. Para a modelagem de 
dados do tipo fração e proporção, Ferrari e 
Cribari-Neto (2004) propuseram um modelo de 
regressão beta. Seja   ,  ,...,   um conjunto 
de variáveis aleatórias independentes. Cada 
  , onde   = 1,2,...,n, com média  t e precisão 

  desconhecidas, possui densidade beta dada 
por: 

 (       ) 
 ( )

 (   ) (( -  ) )
    - ( -  )

( -  ) - , 

com 0 <    < 1, em que 0 <  t < 1 e   > 0. A 

média e a variância de    são dadas, respecti-
vamente, por: 

 (  )    , 

                             (  )  
  (    )

   
                  (1) 

No modelo de regressão beta, a média  t é 
modelada através da seguinte estrutura: 

 (  )  ∑         

 

   

 

em que  =(  ,...,  )
T é um vetor de parâme-

tros desconhecidos e    ,...,    são observa-
ções de   variáveis controles fixas e conheci-
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das. Por fim,  (.) é uma função de ligação es-
tritamente monótona e duas vezes diferenciá-
vel, conhecida como função de ligação. Neste 
trabalho assumimos função logit para  (.). 
 A função de log-verossimilhança é da-
da por 

 (   )  ∑  (    ) 

 

   

 

em que 
  (    )      ( )      (   ) 

     ((     ) )  (     )    (  ) 
 {(    )   }    (    )  

Os estimadores de máxima verossimilhança 
dos parâmetros do modelo são obtidos maxi-
mizando numericamente a função de log-
verossimilhança usando um algoritmo de oti-
mização não linear. Detalhes sobre inferências 
no modelo de regressão beta podem ser aces-
sados em Ferrari e Cribari-Neto (2004) e Cri-
bari-Neto e Zeileis (2009). 
 Baseado nesse modelo, Sant'Anna 
(2009) propõe o gráfico de controle de regres-
são beta, com os seguintes limites de controle: 

                          ̅   √   ̅ , 

                           ̅ ,                                   (2) 

                          ̅   √   ̅ , 

em que LCS é o limite de controle superior, LC 
o limite central, LCI o limite de controle inferior, 

 ̅  e   ( ̅ ) são a média e variância do resíduo 
deviance, respectivamente, e   é uma cons-
tante que determina o número médio de amos-
tras até o primeiro alarme falso (ARL0). Pela 
aproximação da distribuição normal, usual-

mente utiliza-se  =3, resultando em um 
ARL0=370. 
 O resíduo deviance é definido por (Fer-
rari e Cribari-Neto, 2004): 
  
      (    ̂ ){ (  (    ̂)    ( ̂   ̂))}   , (3) 

em que sign(.) é a função sinal,   (    ̂) é a 

contribuição da  -ésima observação da função 
de log-verossimilhança,  ̂t é a estimativa de 

máxima verossimilhança de  t no modelo ajus-
tado,    é a estimativa de  t no modelo satura-

do e  ̂ é a precisão estimada. 
 A análise de diagnóstico é parte impor-
tante na modelagem de regressão. A literatura 
estatística é povoada por extensivos trabalhos 
sobre análise de diagnóstico e resíduo. Em 
especial, destaca-se o trabalho de Espinheira 
et al. (2008) por propor e avaliar diversos resí-
duos para regressão beta. Neste trabalho, as-
sumimos que cada resíduo, quando utilizado 
para determinação dos limites de controle em 
(2), resulta em um gráfico de controle de re-
gressão beta diferente. O objetivo se torna 
avaliar comparativamente esses gráficos de 
controle concorrentes. 

 Adicionalmente ao resíduo deviance, 
considerado na proposta original de Sant'Anna 
(2009), consideramos o resíduo ponderado 
padronizado 2 (  

  ), o resíduo ponderado 

padronizado 1 (  
 ), o resíduo ponderado (  

 ) e 

o resíduo padronizado (  ) (Espinheira et al., 
2008). Esses resíduos são dados, respectiva-
mente, por: 

                        
   

  
   ̂ 

 

√ ̂ (     )
,                   (4) 

                          
  

  
   ̂ 

 

√ ̂ 
,                          (5) 

                            
  

  
   ̂ 
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,                          (6) 

                             
    ̂ 

√   ̂(  )
,                       (7) 

em que    ̂(  )  
 ̂ (   ̂ )

(   ̂)
,  ̂ 

     
 ̂ 

   ̂ 
, 

 ̂ 
   ( ̂  ̂)   ((   ̂ ) ̂),  ̂  {  ( ̂  ̂)  

  ((   ̂ ) ̂)}, onde  ( ) é a função digama e 

    é o  -ésimo elemento da diagonal da matriz 
chapéu   , definida em Ferrari et al. (2011). 
 A análise de resíduos visa identificar 
alguma observação atípica ou um modelo mal 
ajustado. Para isso, os resíduos ordinários são 
comumente utilizados. Porém, dependendo da 
distribuição dos dados a serem analisados, 
alguns resíduos podem gerar resultados dis-
torcidos. No caso da regressão beta, o resíduo 
ponderado padronizado 2, Equação (4), pro-
posto por Espinheira (2008), é considerado o 
mais adequado. De acordo com Pierce e 
Schafer (1986), o resíduo deviance, Equação 
(3), é o mais indicado para análise de diagnós-
tico em diferentes modelos de regressão. O 
resíduo padronizado, Equação (7), definido 
para regressão beta por Ferrari (2004), é o 
mais usado em análises gráficas. 
 
Resultados e Discussão: 
 Sendo ARL0 o número médio de pontos 
que devem ser plotados até que ocorra o pri-
meiro alarme falso, quando o processo está 
sob controle, o ARL1 é o número médio de 
observações até a detecção de alguma altera-
ção quando o processo está realmente fora de 
controle (Montgomery, 2007). Neste sentido, 
uma análise de sensibilidade de gráficos de 
controle é feita pela comparação dos ARL1 
quando fixados os mesmos ARL0 (Pedrini, 
2009). 
 Na avaliação numérica, todos os gráfi-
cos de controle foram ajustados para um ARL0 
igual a 200. No processo de calibração dos 
gráficos de controle, para cada resíduo usa-
mos um conjunto de limites e uma sequência 
da constante w, registrando o ARL0. Após a 
calibração dos gráficos de controle, para avali-
ação do ARL1, simulamos uma amostra fora 

de controle, em que um valor de   foi aditiva-
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mente incluído na estrutura da média, da se-
guinte forma: 

 (  )              
em que   =-3,2,   =2 e    são ocorrências da 
distribuição uniforme (0,1) que mantiveram-se 
fixas durante todo o experimento de Monte 
Carlo. Com essas instâncias, o valor médio de 

 , sob controle ( =0), foi aproximadamente 
0,1. O parâmetro de precisão foi fixado em 

 =120. Todo esse processo foi replicado 
5.000 vezes e então os ARL's empíricos de 
cada gráfico de controle foram definidos. As 
implementações computacionais foram reali-
zadas em linguagem R (2013). 
 A Figura 1 mostra o ARL de cada resí-
duo. Nota-se que todos os gráficos de controle 
estão calibrados para um mesmo ARL0=200, 
quando  =0. Quanto menor for o valor de 
ARL1, maior a sensibilidade do gráfico de con-
trole na detecção de alguma falha. Para valo-
res negativos de  , destaca-se os resíduos (4), 
(5), (6), pois detectam mais rapidamente al-
guma alteração ocorrida na média. Para valo-

res positivos de  , o resíduo (7) se sobressai. 
O resíduo (3) possui um desempenho regular 
tanto para valores positivos quanto negativos 

de  . 

 
Figura 1: Gráfico ARL 

 
 Nota-se que o comportamento do resí-
duo padronizado (7) é errôneo, pois para um 
determinado intervalo de   ele apresenta um 
ARL1 maior que 200. Para justificar esse com-
portamento, utilizando uma amostra simulada, 
as Figuras 2, 3 e 4 mostram gráficos de con-
trole de regressão beta para 3 resíduos avalia-

dos, fixando  =-0.2. A medida que o valor de   
diminui, a média e a variância de y diminuem, 
conforme (1) e (7). Dessa forma, nota-se que 
os dados são menos dispersos, diminuindo a 
probabilidade de observar um valor fora dos 
limites, mesmo estando fora de controle. Con-
sequentemente, tem-se um ARL1 maior que 
ARL0, pois os resíduos tendem a permanecer 

mais tempo em controle, como pode ser visto 
na Figura 3. Os gráficos de controle de regres-
são beta definidos pelos resíduos (3) e (4) são 
mais sensíveis. Quando  =-0.2, as Figuras 2 e 
3 evidenciam que o resíduo ponderado padro-
nizado 2 detecta alguma alteração na média 
mais rapidamente que o resíduo deviance. 

Porém, quando  =0.2, ocorre o contrário, co-
mo pode ser verificado na Figura 1. 

 
Figura 2: Gráfico de controle de regressão 
beta para uma amostra simulada utilizando o 
resíduo (4). 

 
Figura 3: Gráfico de controle de regressão 
beta para uma amostra simulada utilizando o 
resíduo (3). 
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Figura 3: Gráfico de controle de regressão 
beta para uma amostra simulada utilizando o 
resíduo (7). 
 De forma geral, nota-se, pelas Figuras 
1, 2, 3 e 4, que dependendo do valor de   tem-
se um resíduo que se comporta melhor que o 
outro. Todavia, em aplicações reais, não se 
pode prever a magnitude da alteração que 
ocorrerá na média. Por isso, o resíduo devian-
ce se torna o mais adequado. Pois, indepen-
dentemente do valor do  , possui bom compor-
tamento comparado aos outros resíduos anali-
sados neste trabalho.  
 
Conclusões: 
 Ao se monitorar variáveis do tipo taxas 
ou proporções relacionadas a variáveis contro-
les, recomenda-se utilizar gráficos de controle 
de regressão beta. Entretanto, na literatura 
existem vários resíduos que podem ser adota-
dos. Com isso, foi realizada uma avaliação 
numérica de gráficos de controle de regressão 
beta, fundamentada em diferentes resíduos. 
Através de simulações de Monte Carlo foram 
encontrados os limites de cada gráfico e avali-
ados os seus respectivos ARL's. Os resultados 
indicaram que o resíduo deviance é o mais 
apropriado na aplicação em gráficos de contro-
le de regressão beta. 
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