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Resumo:

Apresentamos uma nova construcdo para codigos esféricos, baseada em folheagcGes de esferas
obtidas a partir da fibracdo de Hopf e inspirada pela construcdo em camadas de toros planares (TLSC). No
caso base (R*), a 3-esfera é folheada por toros para realizar a construgcdo em um algoritmo de dois passos: (i)
escolher uma familia de toros afastados de uma distancia minima d e (ii) distribuir pontos em cada toro com a
mesma distancia. No caso geral, tal procedimento é utilizado de maneira recursiva. Em dimensédo 4, o
procedimento € anadlogo ao método TLSC. Em dimensdes maiores, para algumas distancias minimas, a
construcdo apresentada tem desempenho melhor que as abordagens TLSC usadas para comparacao.
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Introducéo:

Um codigo esférico €(M,n) é um conjunto de M pontos sobre a superficie da esfera euclidiana unitaria
(n — 1)-dimensional S™ ! c R", i.e., C(M,n) == {x;, x5, ..., Xy} € S*"1. Problemas com cddigos consistem em
buscar a melhor forma de distribuir pontos na superficie da esfera (n — 1)--dimensional, de forma a otimizar
algum parametro de interesse e tém aplicacbes em telecomunicacgfes, fisica, mateméatica, quimica e outras
areas do conhecimento (Torezzan, 2013).

O problema tratado é o do empacotamento de esferas, que, na transmissdo de sinais por canais
gaussianos, corresponde a generalizacdo natural da modulagdo PSK (phase shift keying). Esse problema se
apresenta de maneiras duais, a saber: (i) Dados M pontos (x4, x,, ..., X)), como distribui-los sobre a superficie
de ™! de forma tal a maximizar a distancia minima entre eles? (i) Dada uma distancia minima d, qual é o
maior nimero de pontos M que & possivel distribuir na superficie de S™ ! de forma que a distancia entre eles
seja maior ou igual d?

O objetivo do trabalho é propor a construgdo de uma familia de cddigos esféricos, a partir da segunda
abordagem do problema, cuja construcéo se baseia nas folheacdes que podem ser escritas a partir da fibracdo
de Hopf, tendo como inspiragéo os codigos esféricos em camadas de toros planares de Torezzan et al. (2013).

Metodologia:
A fibragdo de Hopf é a aplicacéo
h:SZn—l - SN
(20,21) = (22071, 120|* — 124 %)
em que zg, z; sdo elementos de uma das algebras de divisdo normada, a saber: R, C,H ou O (n = 1,2,4,8).
Cada mapa de Hopf induz uma estrutura de fibras S*~1 & §2n~1 - g7,
Em dimensdo 4 (n = 2), a fibracdo de Hopf permite escrever uma folheacdo da esfera S3 por toros
planares T2, em termos dos parametros (1, 1, &,). Chamemos essa parametrizag&o t:

T
o Z 3
:[o, 2] x[o2n[>s°
(.61,§2) P (el‘;lsinﬂ.elszOSU) = (20,21)
emquen € [O,g] eé; €[0.2n[,j =1,.2.
No caso mais geral, a esfera S?2™! é folheada por variedades Ssing X Scosy (n =1,2,4,8), que séo

produtos de esferas com raios sinn e cosn, de modo analogo a folheagéo de S3 por toros T?. Podemos
escrever essa folheagdo mais geral na forma

L [O,g] x §n—1 5 gn-1 _, g2n-1

De forma analoga ao caso geral, as folhas (S™~1 x S"‘l),7 séo parametrizadas por um valor n € [O, g]

Essa folheacdo ndo esta restrita aos casos n = 1,2,4,8, mas vale para qualquer n € N*, mesmo que ndo haja
uma algebra de divisdo normada associada & dimenséo da esfera $2*~1.
O procedimento no caso base (R*) ocorre em duas etapas principais:
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1. Variando o parametro 7, escolher uma familia de toros T, = Sslinn X S}osn mutuamente distantes de no

minimo § (distancia minima do problema).
2. Em cada toro Ty, fazer uma distribui¢éo de pontos que também respeite o limite 6. Paraisso:

(a) Escolhemos n circulos internos mutuamente distantes de no minimo 6.

(b) Em cada circulo interno, distribuimos m pontos de modo equidistante. Escolhemos também um angulo
de defasagem 1) na distribuicdo em circulos internos adjacentes, de forma a aumentar a densidade de
pontos.

O caso geral utiliza o procedimento base de maneira recursiva:

1. Variando o parametro 7, escolher uma familia de folhas SQ;% X S?O‘S}I mutuamente distantes de no minimo

6 (distancia minima do problema).
2. Em cada esfera de raios sinn (SS’};%) e cosn (Sisy), @ menos de escala, e combina-las como produto
cartesiano.
E possivel usar essa generalizacdo para qualquer R?", desde que se tenha um procedimento
algoritmico para distribuicdo na dimensdo do caso base. No entanto, vamos nos concentrar aqui nas

. o~ k
dimensdes R?" ,k = 2,3,4 ..., que usam o R* como caso base.
Os algoritmos foram implementados usando o programa Mathematica 11.2 Student Edition para a
construgdo dos codigos esféricos.

Resultados e Discusséo:

A Tabela 1 apresenta comparacdo do tamanho do cédigo esférico inspirado pela fibracdo de Hopf com
outras construcdes conhecidas em quatro dimensdes, dentre elas a constru¢do em camadas de toros planares
(TLSC) de Torezzan et al. (2013).

Tabela 1: Cédigos esféricos em R* para diferentes distancias minimas d (Torezzan et al., 2013)

d Hopf TLSC Apple-peeling Wrapped Laminated
0,5 152 172 136 * *
0,4 280 308 268 * *
0,3 728 798 676 * *
0,2 2.656 2.718 2.348 * *
0,1 22.016 22.406 19.364 17.198 16.976
0,01 2,27x107 2,27x107 1,97x107 2,31x107 2,31x107

(*): valores desconhecidos

Nesta dimensdo, as constru¢cBes Hopf e TLSC realizam procedimentos similares e apresentam
desempenhos préximos (diferenca menor que 14%), que séo, para algumas distdncias minimas, superiores ao
dos outros métodos em comparacao.

Para comparar o desempenho nas dimensdes seguintes, utilizamos as construgdes TLSC
apresentadas por Naves (2016), em quatro varia¢des: subcodigo com k elementos, subcddigo com k!
elementos, subcddigo em hiperplanos de k elementos e subcoédigo em camadas de poligonos, em ordem
crescente de complexidade. As Tabelas 2 e 3 apresentam o0s resultados para dimensbes 8 e 16,
respectivamente.

Tabela 2: Cédigos esféricos em R® para diferentes distancias minimas d (Naves, 2016)

d Hopf TLSC - TLSC - TLSC - TLSC -
subcédigo com | subcodigo com subcédigo em subcédigo em
k elementos k! elementos hiperplanos de camadas de
k elementos poligonos
0,5 1.156 2.748 * 2.768 2.312
0,4 8.608 8.916 * 9.724 11.229
0,3 1,10x10° 45.252 7.008 61.060 89.945
0,2 2,28x10° 3,42x10° 1,18x10° 6,64x10° 2,15x10°
0,1 3,76x108 6,47x106 3,61x107 2,75x107 4,09x108
0,01 4,28x101° 7,66x101° 4,61x101! 3,30x10%? 5,19x10%®

(*): valores desconhecidos

Tabela 3: Cédigos esféricos em R1® para diferentes distancias minimas d (Naves, 2016)

d Hopf TLSC - TLSC - TLSC - TLSC -
subcodigo com | subcédigo com subcodigo em subcadigo em
k elementos k! elementos hiperplanos de camadas de
k elementos poligonos
0,5 49.152 69.984 * 70.016 1,95x10°




702 Reunido Anual da SBPC - 22 a 28 de julho de 2018 - UFAL - Macei6 / AL

0,4 8,10x10° 3,12x108 * 3,12x108 2,88x108
0,3 8,99x107 1,17x108 * 1,23x108 7,17x107
0,2 6,93x101° 4,76x10° * 7,44x10° 5,01x10°
0,1 4,16x10%° 2,41x1012 2,88x10%* 7,32x1012 2,39x10%°
0,01 6,48x10%° 3,66x102° 1,80x10% 1,19x10% *

(*): valores desconhecidos

Nessas dimensdes, o procedimento Hopf é qualitativamente diferente do TLSC e, para algumas
distancias minimas, apresenta o melhor desempenho da comparagéo.

Conclusdes:

Apresentamos uma nova construgdo de codigos esféricos, baseada em folheacdes obtidas pela
fibracdo de Hopf. Em dimensao 4, o método é similar ao TLSC e apresenta resultados proximos, de forma que
pode ser considerado uma outra forma de realizar o procedimento. Enquanto que, para dimens@es superiores,
€ qualitativamente diferente. Nestas, para algumas distancias minimas, o desempenho da construcdo Hopf é
superior ao obtido pelo método TLSC. Deve-se destacar que os codigos apresentados tém construcéo

P : ~ k . . ~ . L
algoritmica para dimensdes R?", a qual pode ser estendida a outras dimensdes, desde que haja um cédigo
construtivel para a dimenséao base.
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